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Kapour e Johnson [1] definem shakedown como o processo pelo qual uma 
estrutura submetida a um carregamento cíclico, que se deforma plasticamente 
durante a primeira aplicação de carga, atinge após uma determinada quantidade de 
ciclos um estado estacionário em que a resposta do material é perfeitamente 
elástica. 
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Em geral, duas abordagens podem ser usadas para obter o limite shakedown. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

INTRODUÇÃO 

(i) O teorema estático, devido à Melan 
afirma que: Se qualquer campo de tensões 
residuais que satisfaça as condições de 
equilíbrio e seja invariante no tempo, possa 
ser encontrado de forma que em nenhum 
momento o limite de escoamento é 
violado, então shakedown ocorrerá. Este 
(seguro) teorema fornece uma fronteira 
inferior do limite shakedown [3]. 

(ii) O teorema cinemático, devido à Koiter 
afirma que: Caso um ciclo cinematicamente 
admissível de deformação plástica possa ser 
encontrado, em que o trabalho realizado 
pelas cargas externas exceda o trabalho de 
dissipação plástica interna, Shakedown não 
ocorrerá. Este teorema proporciona, assim, 
uma fronteira superior do limite shakedown 
[3]. 
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O fenômeno shakedown analisando o caso de um cilindro deslizando livremente 
sobre um semi-espaço perfeitamente elástico-plástico foi estudado pela primeira 
vez por Johnson [4].  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A INFLUÊNCIA DAS TENSÕES 
RESIDUAIS 

Figura 2 – Modelo de uma cilindro rígido deslizando sem atrito sob um semi-espaço perfeitamente elástico-
plástico. σxx, σyy e σxz são o sistema de tensões devido à carga P; ρxx e ρyy são tensões residuais; Δuxx é o 
incremento de deformação plástica aplicável no teorema de Koiter [2]. 6 
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A INFLUÊNCIA DAS TENSÕES 
RESIDUAIS 

Figura 3 – Tensões abaixo de uma linha de carga Hertiziana. (a) Linhas de máximo valor de tensão de 
cisalhamento no plano x-z. (b) Distribuição das tensões diretas σxx, σyy e da máxima tensão de 
cisalhamento τ1 ao longo do eixo de simetria Oz.[2]. 7 



O valor do fator intensidade de carga (p0/k) em que algum elemento do material 
ultrapassa o limite elástico depende do critério de escoamento adotado. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A INFLUÊNCIA DAS TENSÕES 
RESIDUAIS 
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A aplicação do teorema de Melan requer um sistema de tensões de contato que  
incluem as tensões compressivas σxx, σyy e a tensão de cisalhamento τxz, um 
sistema de tensões residuais auto equilibradoras, que chamaremos de (σx)r, (σy)r 

etc. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A INFLUÊNCIA DAS TENSÕES 
RESIDUAIS 

A análise feita por Johnson [8] fornece que o único sistema de tensões residuais 
possível para o caso de um cilindro deslizando livremente sobre um semi-espaço 
perfeitamente elástico-plástico: 
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A INFLUÊNCIA DAS TENSÕES 
RESIDUAIS 

Figura 4 –  Linhas sólidas: tensões abaixo de uma linha de carga Hertiziana em uma 
profundidade z = 0,5a, constituídas  de a tensão de cisalhamento σxz e das tensões diretas 
σxx e σyy. Linhas pontilhadas: Tensões após o shakedown, ou seja, com adição das tensões 
residuais ρxx e ρyy [2]. 

Fronteira inferior de Melan 
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Para aplicar o teorema cinemático de Koiter devemos postular um mecanismo 
aceitável de deformação plástica. Suponha-se um simples cisalhamento plástico ao 
longo do plano paralelo à superfície exterior do sólido.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A INFLUÊNCIA DAS TENSÕES 
RESIDUAIS 

Fronteira superior de 
Koiter 

Já que neste caso, as fronteiras inferior e superior são idênticos eles descrevem o 
“verdadeiro” limite shakedown. 
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A importância prática do shakedown pode ser facilmente apreciada comparando as 
pressões e portanto as cargas para o primeiro escoamento e à exigida no estado 
estacionário quando o campo de tensões residuais é estabelecido. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A INFLUÊNCIA DAS TENSÕES 
RESIDUAIS 

Uma vez que a linha de carga P é proporcional a p0², a razão entre as cargas 
digamos Ps e Py é: 

Uma carga 47% maior do que aquela que causa o 1° escoamento pode 
ser suportada sem subsequente escoamento, em situações de carga 
repetitiva. 
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No contato em deslizamento em que o atrito atua, a força de atrito q(x) atuando na 
área de contato é dada por: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A INFLUÊNCIA DO 
ATRITO 
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A INFLUÊNCIA DO 
ATRITO 

Figura 5 –  Diagrama shakedown para linha de contato em que a máxima pressão de contato (normalizada 
pela tensão de escoamento em cisalhamento) é plotada em relação ao coeficiente de atrito [2]. 
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A maioria dos materiais encrua. O escoamento plástico nos primeiros ciclos de 
carregamento aumentam a tensão de escoamento efetiva nas aplicações 
subsequentes de carga, contribuindo assim para o shakedown. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A IMPORTÂNCIA DO 
ENCRUAMENTO 

Bower e Johnson [9] 
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A IMPORTÂNCIA DO 
ENCRUAMENTO 

Se o ponto de operação do contato plotado no 
diagrama fica abaixo da curva A (limite elástico) 
nenhum elemento do material atinge o 
escoamento. 
 
 
Entre as curvas A e B, um material perfeitamente 
elástico-plástico escoará inicialmente mas 
atingirá o shakedown em regime permanente. A 
elevação da curva B em relação a A indica a 
contribuição das tensões residuais para o 
shakedown. 

Condições entre B e C somente resultam em 
shakedown se o material for capaz de encruar 
cinematicamente. A elevação da curva C em 
relação a B, indica a influência do encruamento 
para o shakedown. 
 

 
Se o ponto de operação está acima da curva C 
então deformação plástica ocorrerá em cada 
ciclo de carregamento.  
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A deformação plástica inicial pode induzir uma mudança na geometria de contato 
podendo dessa forma contribuir para a ocorrência do shakedown. 

A INFLUÊNCIA DA GEOMETRIA 
DE CONTATO 
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Experimentos foram realizados por Hearle [11] onde discos de aço com raio ¼”, 

1“ e 4" foram rolados repetidamente sobre discos cilíndricos de alumínio em uma 
máquina de disco.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A INFLUÊNCIA DA GEOMETRIA 
DE CONTATO 

Figura 6 - Mudança na área de contato durante o rolamento de discos de  aço com raio ¼”, 1“ e 4“ em 

relação à discos cilíndricos de alumínio em uma máquina de disco [11]. 18 



A mudança de uma área de contato elíptica para uma retangular implica em uma 
mudança na distribuição de pressão semi-elipsoidal para uma que é mais uniforme 
praticamente por toda a largura do caminho de deformação.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A INFLUÊNCIA DA GEOMETRIA 
DE CONTATO 

Figura 7 –  Mudança na pressão de contato durante o shakedown. (a) Inicial ( aproximadamente 
Hertziana). (b) No estado estacionário (aproximadamente Kunert). (c) Distribuição de pressão idealizada 
por Kunert [1]. 19 
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A INFLUÊNCIA DA GEOMETRIA 
DE CONTATO 

Figura 8 –  Limites shakedown  em rolamento livre plotados em relação ao parâmetro de forma b/a [1] 
adaptada. 20 



Se o limite shakedown é excedido, deformação plástica irá ocorrer em cada ciclo 
de carregamento. Ela pode assumir duas formas: 
 

ULTRAPASSANDO O LIMITE 
SHAKEDOWN 

Plasticidade cíclica 

Escoamento sub superficial 

Fadiga de baixo ciclo 

Figura 11 –  Diferentes formas de resposta ao carregamento cíclico: (a) 
perfeitamente elástica, (b) shakedown, (c) plasticidade cíclica, (d) 
ratchetting [2]. 

Ponter, Hearle e Johnson 
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Se o limite shakedown é excedido, deformação plástica irá ocorrer em cada ciclo 
de carregamento. Ela pode assumir duas formas: 
 

ULTRAPASSANDO O LIMITE 
SHAKEDOWN 

Incrementos de deformação 
plástica (Ratchetting) 

Escoamento superficial 

Fratura dúctil 

Figura 11 –  Diferentes formas de resposta ao carregamento cíclico: (a) 
perfeitamente elástica, (b) shakedown, (c) plasticidade cíclica, (d) 
ratchetting [2]. 
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ULTRAPASSANDO O LIMITE 
SHAKEDOWN 

Figura 12 –  Diagrama shakedown destacando as zonas de plasticidade cíclica e ratchetting [3]. 23 
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ULTRAPASSANDO O LIMITE 
SHAKEDOWN 

Figura 13 –  Redução da zona de plasticidade cíclica com o aumento do coeficiente de tração. (a) f = 0,1; 
(b) f = 0,2 [3]. 
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ULTRAPASSANDO O LIMITE 
SHAKEDOWN 

Figura 14 –  Modelo das deformações cisalhantes de ratchetting [14]. 
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ULTRAPASSANDO O LIMITE 
SHAKEDOWN 

Figura 15 –  Taxa  de acumulação de deformação plástica unidirecional em função de p0/p0
s = μp0 /k [15]. 
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